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Resumen. Este trabajo evalia diferentes
algoritmos de multiplicacion de matrices para
FPGA’s (Field Programmable Gate Array). Esta
operacion es muy habitual en numerosos
algoritmos de procesado de seniales e imagenes,
por lo que su ambito de actuacion es muy diverso.
Dentro de este analisis no se recogen los basados
en arquitecturas sistolicas ya que éstas consumen
un elevado numero de multiplicadores, siendo
inviable su empleo para aplicaciones con tamario
de matrices grandes.

1. Introducciéon

La multiplicacion de matrices (M.M.), es una
operacion cada vez es mas habitual en numerosos
algoritmos de diferentes areas de la ingenieria. Por
ejemplo, en el area de visién artificial cada
imagen equivale a una matriz. Sin embargo, no
solo se centra su ambito en esta area, sino que
también en el procesamiento de sefiales también
su uso es muy habitual.

Normalmente la M.M. lleva asociada un alto
nimero de operaciones aritméticas, por lo que
hasta hace poco era inviable su implementacion en
un dispositivo reconfigurable. Uno de los
problemas principales, era la dificultad de
implementar un multiplicador hardware. Sin
embargo, hoy en dia las nuevas familias de
FPGA'’s poseen hasta 400 multiplicadores hw [1]
[2]. Con este nimero de recursos, es factible la
implementacion de una arquitectura sistolica para
la implementacion de M.M. [3].

En la Figura 1 se muestra una arquitectura
sistolica clasica de M.M., donde se dispone de un
interface para gestionar los datos de una matriz de
entrada 4 (interface filas) y de una matriz de
entrada B (interface columnas). En este tipo de
algoritmos el numero de multiplicadores suele
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coincidir con el tamafio de la matriz a manejar,
por lo que si las matrices a tratar poseen tamafios
superiores al nimero de multiplicadores, se hace
inviable su implementacion. En el caso de M.M.
en vision artificial, el tamafio habitual de
imagenes manejados actualmente (256x256,
512x512 6 1024x1024 pixeles) hace inviable el
empleo de arquitecturas sistolicas. Esta causa
justifica la busqueda de alternativas para la M.M.
en FPGA’s.

Por tanto, a la hora de manejar tamafios de
matrices grandes, es imposible implementar
algoritmos que conformen una arquitectura
puramente sistolica y por consiguiente una
ejecucion totalmente en paralelo [4]. Por ello, el
objetivo sera encontrar un algoritmo de M.M.,
donde el numero de recursos internos sea
suficiente y donde la ejecucion de dicho algoritmo
explote al maximo las posibilidades de
concurrencia en las FPGA’s.

El resto del articulo se divide de la siguiente
forma: A continuacion se describen las
caracteristicas de la M.M. para su paralelizacion.
El siguiente apartado describe el algoritmo clasico
de M.M,, para a continuacion evaluar el algoritmo
de Winograd, Strassen y particionado de matrices.
El articulo finaliza con un apartado de resultados
obtenidos en diferentes pruebas asi como las
conclusiones derivadas de este trabajo.

2. Paralelizacion de los algoritmos de
multiplicacion.

La M.M. tiene caracteristicas muy especificas en
lo que se refiere al diseflo e implementacion de un
algoritmo paralelo:

e Cada elemento c;; de la matriz resultado (C),
en principio es independiente de todos los
demas elementos. Esto es sumamente util
dado que permite un amplio grado de
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flexibilidad en lo
paralelizacion.

e La cantidad y el tipo de operaciones a
realizar, es independiente de los datos
mismos.

e  Regularidad de la organizacion de los datos y
de las operaciones que se realizan sobre los
datos: los datos estan organizados en
estructuras bidimensionales (las matrices
mismas) y las operaciones son bdsicas
(multiplicacién y suma).

referente a la

INTERFACE COLUMNA

INTERFACE
FILAS

c
....... @ ——|MEMORIA

Figura 1. Sistema sistolico de M.M..

La primera caracteristica hace que la M.M.
sea especialmente apropiada para sistemas
multiprocesadores, donde un conjunto de
elementos de procesamiento, comparten una
misma memoria. Los algoritmos paralelos para
multiprocesadores suelen seguir las ideas basicas
de descomposicion o division de los datos a
calcular.

Las ultimas dos caracteristicas hacen que los
algoritmos propuestos para la M.M. en paralelo
sigan el modelo de computo paralelo SPMD
(Single Program Multiple Data), en el que un
mismo programa se ejecuta en cada procesador de

manera independiente y eventualmente se
sincroniza y/o comunica con los demas
procesadores.

En general, los algoritmos se pueden adaptar
de una manera mas o menos compleja a cada una
de las arquitecturas de procesamiento paralelo
disponibles. Por tanto, en funcién de la plataforma
hardware donde se implemente el sistema de
M.M., serd necesario realizar un algoritmo
diferente.

Existen numerosas alternativas para explotar
las caracteristicas anteriores (ver Tabla 1). En este

trabajo sélo nos centraremos en tres de ellas:
Winograd, Strassen y particionado de matrices.

Tabla 1. Resumen algoritmos M.M. en paralelo.

Caracteristicas mas
importantes

Método de multiplicacion
de matrices

Varias unidades de procesado,
donde cada unidad calcula una
parte de la matriz resultado.
Problemas con los accesos a
memoria compartida.

Particionado directo

Multiplicacién mediante
submatrices.

Llamadas recursivas para la
obtencion de resultados.
Aumento del tamafio de
memoria requerido.

Divide & Congquer recursivo

Array de procesadores de dos
dimensiones.

Distribucion simple de los
calculos dentro del array.
Requerimientos de memoria
iguales para todos los
procesadores.

Arrays sistolicos

Arquitectura sistolica
realimentada.

Distribucion inicial de
elementos de entrada.
Minimizacion de los tiempos
de ejecucion.

Cannon

Similar al de Cannon.
Mecanismos de broadcast por
Fox filas.

Mayor requerimiento de
memoria

3. Algoritmo clasico de multiplicacién de
matrices

A la hora de multiplicar dos matrices iniciales 4 y
B, de tamafios mx/ y Ixn respectivamente (ver (1)),
una forma muy sencilla de obtener el producto de
ambas es acorde a la expresion (2), denominando
a este método como clasico.

men = Amxl x len (1)
; i=1l.n @
Cij = /El kP j=1.d

La arquitectura hw asociada es bastante
elemental, presentdndose en la Figura 2 una
posible solucion. En ésta se observa como con un
unico multiplicador y un acumulador se consigue
implementar la expresion (2). Obviamente el
empleo de un numero reducido de recursos
conlleva un incremento en el tiempo de ejecucion,
presentandose en (4) el tiempo total de ejecucion
de esta alternativa (Tgxg).
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Figura 2. Diagrama de bloques del sistema de

multiplicacion clasico de matrices.

BLOCK_D
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Figura 3. Diagrama de bloques del sistema de
M.M. mediante el algoritmo de
Winograd.
Tg =1-Tyyrr + (=1 - Tycc ©)
Tgxg =(nxp)-Tg )

donde n, /'y p son los rangos de las matrices 4
y B (ver (1)), Tg es el tiempo de ejecucion de un
elemento de la matriz de salida, Tyy.T el tiempo
de una multiplicacion y Tacc el tiempo que tarda
en ejecutarse la acumulacion.

Otra forma habitual de evaluar un algoritmo,
es en funcion del nimero de operaciones
aritméticas realizadas (véase (5)).

nOPS:mxnx(erl) 5)

Particularizando para el caso de matrices
cuadradas (que serd la situacion a evaluar en el
resto de algoritmos) de orden #, la expresion (5)
se transforma en (6).

nops = 2n® —n? (6)

Este numero de operaciones usualmente se
denomina como complejidad de la MM. y
determina el tiempo de ejecucion necesario para
ser resuelto. En este contexto, también lo usual es
encontrar que la M.M. sea O(n’), enfatizando el
término dominante en la ecuacion anterior.

4. Algoritmo de Winograd

El método clasico de M.M. posee como principal
problema el elevado nimero de operaciones
aritméticas a realizar. Winograd [6] propuso que
el calculo de los elementos de la matriz producto
final (c;;), se realizase en base a (7).
¢j=dy—a;~f; ij=l.n (7

nf2
d; = El @2k + bogor ;) (@ 251 + by )

n/2 n/2
a; = El(ai,zk “aigk-1) B = El (o, ~ bok-1,j)

La principal ventaja de este algoritmo frente al
clasico, es que el calculo oy B sélo se realiza una
vez. Esto reduce a la mitad el numero de
multiplicaciones requeridas, en comparaciéon con
las utilizadas en el método clasico.

El gran inconveniente de este algoritmo, es su
fuerte estructura secuencial, siendo muy
complicado conseguir algun tipo de paralelismo
ya que es necesario esperar a tener todos los
elementos de las matrices de entrada, para
empezar a procesarlos. Ademas, el calculo de d
solo se puede realizar si se tienen calculados los a
y B correspondientes. A su vez, los elementos de
C no pueden ser calculados hasta que no se tengan
los elementos d.

La tnica fase donde se ha optimizado el
procesado y por tanto alcanzando un grado de
paralelismo pleno, ha sido en la del calculo de a y
B.

El esquema general del sistema completo se
ha dividido en varios mddulos funcionales tal y
como se puede apreciar en la Figura 3. Por otra
parte, los tiempos de ejecucion de este algoritmo,
se muestran en (8).

Texe = Tvem + Lyesmap + Top + Lap_ac +Tac (®)
2 3
Typm =1 Tepgs Top = 8n - Topx s Tye = n° - Tk
Lyesap =4 Terk Lap ae =8 Terk
donde Tgxg es el tiempo total, Tygy es el

tiempo de escritura de los datos de entrada en la
memoria, Lyemap €s una latencia para sincronizar
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la escritura de datos en la memoria de entrada y el
célculo de a, B, Teg es el tiempo consumido por
los bloques o y B, Lag ac es la latencia entre la
generacion de los coeficientes o y B y la siguiente
etapa y finalmente Tyc es el tiempo de ejecucion
de los bloques d y C.

5. Algoritmo de Strassen

Este algoritmo propuesto por Strassen en 1969
[7], basa todo su funcionamiento en la
descomposicion de una matriz de nxn elementos,
en submatrices de 2x2 elementos. Asi, mediante
este algoritmo se reduce el numero de
multiplicaciones a n”%’.

Para explicar su funcionamiento, partamos de
dos matrices iniciales de 2x2 elementos (4, B),
siendo C la matriz resultante (ver (9)). Los
resultados parciales de multiplicar cada una de
estas expresiones (S,), se pueden expresar en
funcion de los elementos de 4 y B (ver (10)).

C=A4-B )
(011 Ci2 J _ [‘111 alzj.[bll blZ]
€21 € ay ay ) \ by by
Sy =(ay +ay)- (b +by) (10)

Sy =(ag +axn)-by; S3=ay (b —by)

Sy =ay (by—byy); Ss=(a;+ap) by

S = (ay1 —ayy)- (b +byp)

87 = (a1p —ap) - (by +by)

Asi, cada uno de los elementos que forman la
matriz C se puede expresar como:

;1 =81 +84-Ss5+87¢15=53+855 an

=8, +8, Cyp =81 -8, +83+8¢

A la hora de manejar matrices mayores de 2x2
existen basicamente dos variantes:

e  Bottom-up: Para multiplicar dos matrices de
orden n (n=2° donde p>1), se dividen éstas
en bloques de tamafio 29 (g<p). Asi, se
obtiene una matriz de tamafio mxm, donde
m=2", En la multiplicacion de los bloques
de mxm (algoritmo externo), se utiliza el
método clasico, mientras que en la
multiplicacion de las matrices parciales de
29x2% (algoritmo interno), se emplea el de
Strassen.

e  Top-down: Esta propuesta utiliza el método
de Strassen como algoritmo externo y el
clasico como interno. En [8] y [9] se propone

una alternativa en donde el método clasico es
sustituido por el algoritmo de Winograd,
alcanzando un numero de multiplicaciones
igual a 0.437n°.

La alternativa Bottom-up es inviable dentro de
una FPGA, ya que el numero de recursos internos
a utilizar es bastante elevado por lo que se
empleara la segunda alternativa. En [9] se propone
una variante de ésta (ver (12)), que permite
generar coeficientes de salida sin necesidad de
leer completamente las matrices de entrada. Para
ello, los términos entre paréntesis de (10) son
sustituidos por las variables o y § cuyo valor se
muestra en (13).

1 Z o 1 (12)
Syj=Xay B
k=1 ki 2. %2
" N =kzlaik “by1pj1
3 2 =
N —kZIaZi—1,2k—lﬂkj "
= 4 3
m 87y :kzlaZi,2kﬂkj
5 3 =
§%j = Xk ~byaj
k=1 6 L 4 4
STj=Yay B
7 L 5 55 k=1 L4
Stj=2ap B
k=1 L4
1 _ 13
a =121 + a2i21) (13)

2
Qjg = (@081 + @2 21)
3
Qg = (@1 041 + @2i-1 1)
4
Qg = (@041 = @2i-12k-1)
5
@i = (@10 = @2i0k)
1
Big =bop_12j-1 +bog )
2
Bij =(bag-12j = bag2j)
3
Big =g j1 —baipj1)
4
Big =bag12jo1 + g1 2))
5
Big =bok 21 —baxaj)
Tpyg =n>-(n-Topg +(=1)-Tegg) (14)
La Figura 4 muestra la propuesta de este
algoritmo, cuyo disefio se ha realizado en VHDL.
En ella se pueden identificar cada uno de los
bloques que conforman el algoritmo, asi como una
memoria de entrada FIFO de doble puerto. Una
maquina de estados (FSM), se encargara de
sincronizar todo el sistema. La implementacion

del sistema de la Figura 4, tarda en ejecutarse la
expresion mostrada en (14).
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6. Algoritmo de particionado de matrices.

Derivado de la propuesta de Strassen, otra linea
empleada para multiplicar matrices es la basada en
la descomposicion de las matrices iniciales en
submatrices de 2x2 elementos. La principal
cualidad de este sistema es el empleo de un bloque
multiplicador de matrices de tamafio 2x2. En [10]
se presenta un sistema capaz de realizar dicha
alternativa pero aplicada al producto de una matriz
por un vector.

MATRIX FIFO

A ALPHA +
BETHA

Al aphal -5} P s

(171

MATRIX ——+{bethal S6

e N G

N3

> wap NI L sfpethas
i

JEENY
| CLK[ D reg

Figura 4. Diagrama de bloques del algoritmo de

Strassen.

La propuesta realizada se basa en el siguiente
funcionamiento: denominaremos como C a la
matriz de salida cuyos valores a su vez pueden ser
agrupados en submatrices de 2x2 elementos (ver
(15)). Cada una de las submatrices que forman C
se obtendran mediante el producto y suma de
submatrices de 4 (4,) y B (By,) (ver (16)).

CliCranC n 15)
C11€1,2-Cln
Cy1Chpunn. C
€21€22-Cap 2,1~2.2 2
C= = 2
Cc,1C ...C
ml=n.2 L Cn Cn ~non
=1 =2 2 n
27 2 2
- ; (16)
(2:i-1),(2-j-1)%(2-i-1),2-j P n
G, OSSR S S gy By dj=1.s
€22 j-1)C2i2. k=1 2

n? 17)
Texe = Tyem + Tyurr + Tapp +1)'T'TCLK

En base a esto se ha disefiado un sistema que
realiza la multiplicacion de submatrices de 2x2
elementos, cuya estructura interna se muestra en
la Figura 5. Basicamente, estd formada por 4
multiplicadores hw y 4 unidades de suma y

MODULE C

acumulacion. El empleo de multiplexores permite
reducir de 8 a 4 el nimero de multiplicadores.

Para la optimizacion del tiempo de ejecucion
de esta alternativa, se ha segmentado su
funcionamiento en un pipeline de 3 etapas
(multiplicacién, acceso a memoria y suma). Asi,
el tiempo de ejecucion total (Tgyg) se muestra en
(17), donde Tyt es el tiempo consumido en la
multiplicacion, Tapp el tiempo de suma y Tygy el
tiempo de acceso a memoria.

by Dy

J
Ak
Bt ° ADD/ACC Cix
° ADD/ACC Ciket
ADDI/ACC Coonk
ADD/ACC Cirtke1

e

k+1) Pkt

Figura 5. Diagrama de bloques de un multiplicador

de submatrices de 2x2 elementos.

Una ventaja de esta alternativa es la
implementacion de varias unidades permitiendo
asi la generacion de varios datos de salida
simultaneos. Otra alternativa eficaz a partir del
circuito de la Figura 5 seria la construccion de
unidades M.M. mayores, por ejemplo 4x4.

7. Resultados

Las tres alternativas han sido implementadas en
VHDL sobre una FPGA 2V500fg256-5 y se han
simulado temporalmente. En todos los casos las
matrices que se han probado son matrices
cuadradas y se han realizado multiples pruebas
con diferentes tamafos, empleando en todos los
casos una frecuencia de reloj de la FPGA de 50
MHz. Se han simulado los tres algoritmos para
matrices de entrada de 8x8, 32x32, 64x64,
128x128, 256x256 y 512x512, con datos de 16
bits. El resultado temporal se puede observar en la
Figura 6 y 7. Se verifica que la alternativa de
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division o particion de las matrices es la mas
rapida y la que mejores resultados presenta desde
el punto de vista de recursos consumidos. A
medida que el tamafio de las matrices de entrada
aumenta, este algoritmo acenttia sus resultados. El
tiempo empleado por el algoritmo de Strassen y el
de particionado, es el mismo, sin embargo el
numero de recursos consumidos es casi el doble.

Execution times
10000

& Winograd .

1000 H
M@ Division = =

100 +
. O Strassen 5 5
) - .
£ 104 2 =
o > G
£ 1 5 5
= > o
> .
0,1 2 o
> .
> .
0,01 o =
B | LIl
0,001 < <

8x8 32x32 64x64  256x256 512x512
Matrix size

Figura 6. Tiempo de ejecucion de la FPGA para los
algoritmos evaluados, con diferentes
tamafios de matrices.

1200 Resources [Slices]
W Winograd @ Division O Strassen
1000 1850
800
;3 600
5
400
200 =
0
88 32x32 64x64 256x256 512x512
Matrix size
Figura 7. Recursos internos de la FPGA

consumidos por los algoritmos evaluados,
para diferentes tamafios de matrices.

8. Conclusiones

Este trabajo ha evaluado tres algoritmos de M.M.,
donde se ha intentado implementar arquitecturas
que funcionen en paralelo. Sin embargo, s6lo en el
algoritmo de Strassen y particionado de matrices
se han alcanzado altos niveles de concurrencia. El
algoritmo de division de matrices es el que
mejores resultados ofrece, tanto por el tiempo de
ejecucion como por recursos consumidos. Por otro
lado, los tiempos de ejecucion en los algoritmos
evaluados son superiores a los que emplearian
arquitecturas sistolicas. Sin embargo, este tipo de

arquitecturas no pueden implementarse en las
FPGA’s actuales cuando el tamafio de las matrices
de entrada son superiores a 20x20, debido al
nimero de multiplicadores internos. Asi, si se
quiere manejar en FPGA’s matrices superiores,
hay que usar otros algoritmos, no tan concurrentes
como los sistolicos. Esta ha sido la razén por la
que en este trabajo se han evaluado diferentes
algoritmos de multiplicacion no sistolicos.
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